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１ 
球面 Sを xz平面で切断した図形の方程式は， 

( ) 11 22 =-+ zx  ・・・① 

一方，直線 AB の方程式は， 

2+-= xz  ・・・② 

点 D は，①と②の交点のうち A でない方だから， 

①の zに②を代入して， xが 0 でない解を求めると， 

( ){ } ( ) 01112 22 =-\=-+-+ xxxx 　　　  1=\ x  
よって， ( )1,0,1D 　　  
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球面 Sを yz平面で切断した図形の方程式は， ( ) 11 22 =-+ zy  ・・・③ 

一方，直線 AC の方程式は， 2
2
1

+-= yz  ・・・④ 

点 E は，③と④の交点のうち A でない方だから， 

③の zに④を代入して，yが 0 でない解を求めると， 
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( )2,0,0A 　　 ， ( )1,0,1D 　　 ， ÷
ø
ö

ç
è
æ

5
8,

5
4,0E 　　 より， 

÷
ø
ö
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è
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5
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5
40,EA 　　 ， ÷

ø
ö
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è
æ --=

5
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5
4,1ED 　　  

10
1

5
3

5
41

5
2

5
40

25
6

25
160

EDEA

EDEAcos
22

2
22

2

=

÷
ø
ö

ç
è
æ-+÷

ø
ö

ç
è
æ-+÷

ø
ö

ç
è
æ+÷

ø
ö

ç
è
æ-+

-+
=

×

×
=\ a  

∠AED は三角形 AED の内角だから， pa <<0  0sin >\ a  

よって，
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２ 

 円 C1 の中心を点 A とすると，A ÷
ø
ö

ç
è
æ-=÷

ø
ö

ç
è
æ ++

2
cos2,

2
sin2

2
sin2,

2
cos2 qqpqpq  

 よって，円 C1 の方程式は， 4
2

cos2
2

sin2
22

=÷
ø
ö

ç
è
æ -+÷

ø
ö

ç
è
æ +

qq yx  

 円 C1 と x軸，すなわち 0=y との交点は， 

4
2

cos20
2

sin2
22

=÷
ø
ö

ç
è
æ -+÷

ø
ö

ç
è
æ +

qqx より， 0
2

sin4 =÷
ø
ö

ç
è
æ +

qxx  

 よって， ( )0,0 ， ÷
ø
ö

ç
è
æ- 0,

2
sin4 q  

 ここで， ( )0,0 を点 O， ÷
ø
ö

ç
è
æ- 0,

2
sin4 q

を点 B とすると， 
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q
より，三角形 AOB の面積，すなわち 1S は， 

 

( )

q

q

qq

qq

sin2

sin16
2
1

2
cos

2
sin8

2
1

2
sin64

2
sin164

2
1

OBOAOBOA
2
1

2

42

222

1

=

=

÷
ø
ö

ç
è
æ=

-×=

×-=

　　

　　

　　

　　

S

 

  これと pq <<0 より， 0sin >q  
  よって， qsin21 =S  ・・・① 
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 円 C2 の中心を点 D とすると，D ( )qq sin,cos  

 よって，円 C2 の方程式は， ( ) ( ) 1sincos 22 =-+- qq yx  
 円 C2 と x軸，すなわち 0=y との交点は， 

( ) ( ) 1sin0cos 22 =-+- qqx より， ( ) 0cos2 =- qxx  
 よって， ( )0,0 ， ( )0,cos2 q  

 ここで， ( )0,cos2 q を点 E とすると， 
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q
より，三角形 DOE の面積，すなわち 2S は， 
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  これと pq <<0 より， 0sin >q  
  よって， qq cossin2 =S  ・・・② 
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①と②および pq <<0 より， 21 SS + は下表のようになる。 

qqqqqq
qqqq

qq

ppq

cossinsin22cossinsin2
cossin0cossin

sin22sin2
2

0

21

2

1

-++
-

SS
S
S  

 ( )qfSS =+ 21 とおくと， 

（ⅰ）
2

0 pq £< のとき 

 ( ) qqqq cossinsin2 +=f  

 
( )

1cos2cos2

sincoscos2
2

22

-+=

-+=¢

qq

qqqq

　　　

f  

 aq = のとき ( ) 0=¢ qf とすると， 01cos2cos2 2 =-+ aa （ 0cos >a ）より，
2

31cos +-
=a  

 よって， 

aq coscos0 <£ ，すなわち
2
pqa £< のとき ( ) 0<¢ qf  

qa coscos < ，すなわち aq <<0 のとき ( ) 0>¢ qf  

 したがって， ( )qf の増減は次のようになる。 

( )
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f
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 よって， aq = のとき， ( )qf は極大値 ( )af をとり， 

 

( )
( )

( )

4
36323

2
33

2
32

2
33

4
311

2
312cos1

cos2sin
cossinsin2

2

2

+
=

+
×=

+
×

+-
-=

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ +-
+-=

+=
+=

　　　

　　　

　　　

　　　

　　　

a

aa
aaaaf

 

 

 

 



和歌山県立医科大学数学2009を解いてみた         http://toitemita.sakura.ne.jp 

8 
 

（ⅰ） pqp
<<

2
のとき 

  ( ) qqqq cossinsin2 -=f  

 
( )

1cos2cos2

sincoscos2
2

22

++-=

+-=¢

qq

qqqq

　　　

f  

 bq = のとき ( ) 0=¢ qf とすると， 01cos2cos2 2 =++- bb （ 0cos <b ）より，
2

31cos -
=b  

 よって， 

0coscos << qb ，すなわち bqp
<<

2
のとき ( ) 0>¢ qf  

bq coscos < ，すなわち pqb << のとき ( ) 0<¢ qf  

（横軸 qcos ，縦軸を ( )qf とするグラフを描けばすぐわかる） 

 したがって， ( )qf の増減は次のようになる。 
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2
0

¯­
-+¢

極大q
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f  

 よって， bq = のとき， ( )qf は極大値 ( )bf をとり， 
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（ⅰ），（ⅱ）より， 

21 SS + の最大値は，
4

36323 +
 ・・・（答） 

このときの qcos の値は，
2

31,
2

31 -+-
 ・・・（答） 
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補足 

グラフを描くと，
2

31cos +-
>q すなわち， ( ) 0' >qf のとき aq <<0 がよくわかる。 
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３ 
(1) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) 12 1
4

21311 -+-
--

+-+= nxxnnxnxf とおくと， 

( )33
10
-

<<
n

x のとき， ( ) 0>xf であることを示せばよい。 

( ) ( )( ) ( )( ) 211
2

2131' -+--
--
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þ
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補足：
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3
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ln 　とおくと，

 

よって， ( )
2
31 3 ->+- -nx より， ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 0

2
3

2
3211

2
321 3 =÷

ø
ö

ç
è
æ --->

þ
ý
ü

î
í
ì +---=¢¢ - nnxnnxf n  

したがって， ( )33
10
-

<<
n

x のとき， 

( )xf ' は単調増加し且つ ( ) ( ) 01110' 2 =×---= -nnnf  ( ) 0' >\ xf  

よって， ( )xf は ( )33
10
-

<<
n

x のとき単調増加し且つ ( ) 0110 1 =-= -nf  ( ) 0>\ xf  

ゆえに， ( ) ( ) ( )( ) 21

4
213111 xnnxnx n --

+-+<+ -  

ポイント 

xを実数とする不等式だから，帰納法による証明はできない。 

複雑な不等式だから，平均値の定理や関数の増減（微分）を使って証明するしかない。 

まずは，関数の増減（微分）で証明することから試みるのがよい。 
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(2) 

(1)と同様， ( ) ( ) ( )( ) ( )nxxnnnxnnnxxg +-
--

+
-

++= 1
4

21
2

11 32 とおいて， 

( )33
10
-

<<
n

x のとき， ( ) 0>xg であることを示せばよい。 

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
þ
ý
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î
í
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--
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(1)より， ( ) ( )( ) ( ) 01
4

21311 12 >+-
--

+-+ -nxxnnxn だから， ( ) 0' >xg  

よって， ( )33
10
-

<<
n

x のとき， ( )xg は単調増加且つ ( ) 0110 =-= ng  ( ) 0>\ xg  

ゆえに， ( ) ( ) ( )( ) 32

4
21

2
111 xnnnxnnnxx n --

+
-

++<+  

(3) 

35=n ， 01.0=x のとき， ( ) 96
1

3353
1

100
101.00 =

-
<=< より， ( )33

10
-

<<
n

x が成り立つ。 

よって，(2)の不等式に 35=n ， 01.0=x を代入すると， 

( ) ( ) ( )323535 01.0
4

33343501.0
2

343501.035101.0101.1 ´
´´

+´
´

+´+<+=  

4193175.101.1 35 <\  ・・・① 
また，二項定理より， 

( ) ( ) ( ) ( )332
335

233
235

134
135

35
035

3535 01.01C01.01C01.01C1C01.0101.1 +++>+=  

416045.101.1 35 >\  ・・・② 

①と②より， 4193175.101.1416045.1 35 <<  
よって，1.41 ・・・（答） 
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４ 

 
正の向きの確率を p，負の向きの確率を qとおいて処理していく。 

(1) 
n秒後に，点X にある確率を ( )XnP とする。 

図より， ( )
9
4

3
1

3
222A2 =´´== pqP ， ( ) ( )

9
5A1C 22 =-= PP  
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(2) 

(1)と同様に，図より 

( )
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3
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3
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3 =÷
ø
ö

ç
è
æ+÷

ø
ö
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è
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÷
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æ´=+= qqpP ， ( ) ( )

27
14B1D 33 =-= PP  

 
(3) 

（ⅰ） nが奇数のとき， 
( ) ( ) 0CA == nn PP ， ( ) ( )B1D nn PP -=  

( ) ( ) 0CA 22 == -- nn PP ， ( ) ( )B1D 22 -- -= nn PP  
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図より， 

( ) ( ) ( ) ( )
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12 -= kn とおくと， 

補足： kは 1 から kまでの連続する自然数になるから漸化式を処理しやすい 
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（ⅱ） nが偶数のとき， 
( ) ( ) 0DB == nn PP ， ( ) ( )A1C nn PP -=  

( ) ( ) 0DB 22 == -- nn PP ， ( ) ( )A1C 22 -- -= nn PP  

 
図より， 
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( )
2
1

9
1

2
1A2 +÷

ø
ö

ç
è
æ-´=\

k

kP  

kn 2= より， ( )
2
1
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2
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（ⅰ）（ⅱ）より， 

nが奇数のとき， 
( ) ( ) 0CA == nn PP  
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nが偶数のとき， 
( ) ( ) 0DB == nn PP  
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